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LES OP�ERATEURS PR�ECOMPACTS SUR LES TREILLIS VECTORIELS
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R�esum�e. Dans cet article on donne une g�en�eralisation aux treillis localement convexe-

solides des r�esultas de C.D. Aliprantis-O. Burkinshaw [2], de P.G. Dodds-D.H. Fremlin [4]
et de A.W. Wickstead [6].

1. Introduction et rappels

Soient E, F deux treillis de Banach et S, T deux op�erateurs lin�eaires de E dans F tels
que 0 � S � T avec T compact. Dans [4], P. Dodds et D. Fremlin ont montr�e que si la

norme de E
0

et celle de F sont o-continues alors S est compact. Ensuite, C. Aliprantis et
O. Burkinshaw [2] ; ont montr�e que S3 est toujours compact et que si la norme de E

0

ou
celle de F est o-continue alors S2 est compact. En�n, dans [6] ; A. Wickstead a montr�e la
r�eciproque de [4].

Dans ce papier on va �etendre ces r�esultats aux treillis vectoriels localement convexe-
solides en montrant que si S; T : (E; � ) ! (F;=) sont deux op�erateurs lin�eaires continus
entre deux treillis vectoriels localement convexe-solides tels que 0 � S � T et si T transforme
les o-intervalles en des pr�ecompacts, alors, T transforme les quasi-o-pr�ecompacts en des
pr�ecompacts, S transforme les quasi-o-pr�ecompacts en des quasi-o-pr�ecompacts et, si E =
F , l'application S2 transforme les quasi-o-pr�ecompacts en des pr�ecompacts. On d�eduit alors
que si T est pr�ecompact, on a S3 est pr�ecompact et si la topologie de E ou la topologie
� (E0; E) est pr�e-Lebesgue, alors S2 est pr�ecompact, et en�n, si les topologies = et � (E0; E)
sont pr�e-Lebesgue et T est pr�ecompact, alors S est pr�ecompact.
R�eciproquement, on montre que si (E; � ) et (F;=) sont deux treillis vectoriels localement
convexe-solides s�epar�es complets, alors on a l'une des conditions suivantes:
a) les topologies � (E0; E) et = sont de Lebesgue ou
b) l'espace F est discret et la topologie = est de Lebesgue ou
c) l'espace E0 est discret et la topologie � (E0; E) est de Lebesgue
si et seulement si lorsque S; T : E ! F sont deux op�erateurs continus tels que 0 � S � T

avec T pr�ecompact, alors S est pr�ecompact.

Pour �etablir ces r�esultats, nous aurons besoin des rappels suivants:
Une partie A d'un espace vectoriel ordonn�e E admet un supremum v 2 E; si 8u 2 A; u 6 v

et si w 2 E tel que 8u 2 A; u 6 w on a v 6 w: Un treillis vectoriel est un espace vectoriel
ordonn�e E tel que sup (x; y) existe pour tous x; y 2 E: A chaque �el�ement x 2 E; on associe
sa valeur absolue jxj = sup(x;�x) ; sa partie positive x+ = sup (x; 0) et sa partie n�egative

x� = (�x)+ : Une partie A d'un treillis vectoriel E est dite solide si x 2 A; y 2 E et
jyj � jxj impliquent y 2 A. Une bande dans E est un sous-espace vectoriel solide B de E
tel que supA 2 B pour toute partie non vide A de B; admettant un supermum dans E. Un
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treillis vectoriel E est complet pour l'ordre si toute partie non vide major�ee de E admet un
supremum.
Un �el�ement u non nul du treillis vectoriel E est dit discret si l'id�eal engendr�e par u co��ncide
avec le sous-espace vectoriel engendr�e par u: Le treillis vectoriel E est dit discret, s'il admet
un syst�eme disjoint complet d'�el�ements discrets (ei)i2I (i.e. pour tout i; j 2 I, ei ^ ej = 0;
et si pour un u 2 E; on a u ^ ei = 0 8i 2 I; alors u = 0):

SoitE un treillis vectoriel. Pour tout x; y 2 E tel que x � y on note [x; y] = fz 2 E : x � z � yg,
l'ensemble [x; y] est appel�e un intervalle pour l'ordre (i.e. o-intervalle). Une partie de E
est born�ee pour l'ordre si elle est contenue dans un intervalle pour l'ordre.

SiE et F sont deux treillis vectoriels, une application lin�eaire T : E �! F est born�ee pour
l'ordre si pour toute partie A born�ee pour l'ordre dans E, T (A) est born�ee pour l'ordre dans
F: On note par Lb (E;F ) l'espace de toutes les applications lin�eaires born�ees pour l'ordre
de E vers F: Lb (E;F ) sera muni de l'ordre usuel (i.e. S � T si et seulement si S (x) �
T (x) pour tout x 2 E+): C'est un espace vectoriel ordonn�e qui n'est pas n�ecessairement un
treillis, mais il devient un treillis vectoriel si F est complet pour l'ordre.

Une topologie vectorielle � sur un treillis vectoriel E est dite localement solide si les
voisinages solides de 0 forment un syst�eme fondamental des voisinages de 0: Elle est dite
localement convexe-solide si elle est �a la fois localement convexe et localement solide.

Une topologie localement solide � sur E est dite de Lebesgue (respectivement pr�e-
Lebesgue) si x� # 0 (respectivement 0 6 xn "6 x) dans E implique x� ! 0 (respectivement
(xn) est � -cauchy ): Pour toute la terminologie concernant les treillis vectoriel localement
convexe-solide nous renvoyons le lecteur �a [1] :

Si (E; � ) un treillis vectoriels localement convexe-solide et E0 son dual topologique, on
note par j�j (E;E0) (respectivement � (E;E0)) la topologie faible absolue (respectivement
forte) d�e�nie sur E par la famille des semi-normes de treillis fPf : f 2 E0g (respectivement
fPA : A born�e dans (E; j�j (E;E0))g), o�u Pf (x) = jf j (jxj) (respectivement PA(x) = supfjf j (jxj) : f 2 Ag).

On d�e�nit de la même mani�ere les topologies j�j (E0; E) et � (E0; E) sur E
0

:

2. Premi�ere g�en�eralisation

Rappelons le r�esultat suivant dû a A. Grothendieck, dont on peut trouver une d�emonstration
dans ([5] ;Th�eor�eme 3;p. 51) :

Th�eor�eme2.1. Soient (E;E0), (F;F 0) deux syst�emes duaux, T : E ! F un op�erateur

faiblement continu et T
0

: F
0

! E
0

l'application duale de T . Si A (respectivement B) est

une collection de parties � (E;E0)-born�ees de E (respectivement � (F 0; F )�born�ees de F 0)
et si �A(respectivement � 0

B
) est la topologie de la convergence uniforme sur les �el�ements de

A (respectivement de B), alors on a l'�equivalence suivante:
i) T (A) est � 0

B
-pr�ecompact pour tout A 2 A.

ii) T 0 (B) est �A-pr�ecompact pour tout B 2 B:

Une cons�equence de ce th�eor�eme qui nous sera utile pour la suite est la suivante:

Corollaire 2.2. Si (E; � ) et (F;=) sont deux espaces localement convexes avec E0 et F 0

leurs duaux topologiques, et i T : E ! F est un op�erateur lin�eaire, alors on a (i), (ii) et
(iii), (iv) ; o�u
i) T est pr�ecompact.

ii) T est continu et pour tout �equicontinu H de F 0; T 0 (H) est � (E0; E)-pr�ecompact dans

E0:
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iii) T ([�x; x]) est � -pr�ecompact dans F pour tout x 2 E+:

iv) T 0 (H) est j�j (E0; E)�pr�ecompact pour tout �equicontinu H de F 0:

Introduisons la notion de quasi-pr�ecompacit�e pour l'ordre.

D�e�nition 2.3. Soit (E; � ) un treillis vectoriel localement convexe s�epar�e. Une partie

A � E est quasi-ordre-pr�ecompacte si pour tout voisinage U de 0; il existe x 2 E+ tel que

A � [�x; x] +U .

Proposition 2.4. Soient E un treillis vectoriel, (F;=) un treillis vectoriel localement

convexe-solide et S; T : E ! F deux op�erateurs lin�eaires tels que 0 � S � T: Soit A � E+

tel que T (A) est quasi-o-pr�ecompact, alors S (A) est quasi-o-pr�ecompact.

Preuve. Soit U un voisinage solide de 0 dans F: Vu que T (A) est quasi o-pr�ecompact,
il existe y 2 F+ tel que T (A) � [�y; y] + U , i.e. pour tout f 2 A; il existe yi 2 [�y; y] tel

que T (f)� yi 2 U: Or S (f)� S (f) ^ y = (S (f) � y)+ � jT (f) � yij 2 U: Par cons�equent,
S (f) 2 S (f) ^ y + U , et donc S(A) � S(A) ^ y + U �

Nous aurons besoin du r�esultat suivant d�emontr�e dans [2] :

Lemme 2.5. Soient E un treillis vectoriel et (F;=) un treillis vectoriel localement

convexe-solide et complet pour l'ordre dont la topologie = est de Lebesgue. Alors, pour tout

x 2 E+; l'ensemble B = fT 2 Lb (E;F ) : T [0; x] est =-pr�ecompactg est une bande de

Lb (E;F ) :

La proposition suivante se d�eduit imm�ediatement du lemme pr�ec�edent.

Proposition 2.6. Soient E un treillis vectoriel, (F;=) un treillis vectoriel localement

convexe-solide dont la topologie = est pr�e-Lebesgue. Si S; T : E ! F sont deux op�erateurs

lin�eaires tels que 0 � S � T et si T ([0; x]) est =� pr�ecompact pour tout x 2 E+; alors

S([0; x]) est =�pr�ecompact pour tout x 2 E+:

Preuve. En e�et, si F est s�epar�e, on prend (F̂ ; =̂) le compl�et�e topologique de (F;=) :
C'est un treillis vectoriel localement convexe-solide complet pour l'ordre dont la topologie

=̂ est de Lebesgue. Si F n'est pas s�epar�e, on prend le quotient F=f0g. �

Le th�eor�eme suivant est fondamental, il nous permettra de g�en�eraliser les r�esultats de [2]
et [4] aux treillis vectoriels localement convexe-solides.

Th�eor�eme 2.7. Soient S; T : E ! F deux op�erateurs lin�eaires continus entre deux treil-

lis vectoriels localement convexe-solides tels que 0 � S � T . On suppose que T transforme

les o-intervalles en des pr�ecompacts, alors:

i) T transforme les quasi-o-pr�ecompacts en des pr�ecompacts.

ii) S transforme les quasi-o-pr�ecompacts en des quasi-o-pr�ecompacts.

iii) Si E = F , S2 transforme les quasi-o-pr�ecompacts en des pr�ecompacts.

Preuve. i) Soient V un voisinage solide de 0 dans F et A un quasi-o-pr�ecompact de E:
Comme T est continu, il existe un voisinage solide U de 0 dans E tel que T (U) � V: Vu
qu'il existe x 2 E+ tel que A � [�x; x] + U; on a T (A) � T ([�x; x]) + V , avec T ([�x; x])
pr�ecompact.
ii) En combinant la proposition (2.4) et la propri�et�e i).
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iii) D'apr�es i), Il suÆt de montrer que S2 transforme les o-intervalles en des pr�ecompacts.
SoitH un �equicontinu deE0 (on peut supposer 0 2 H):Vu que T 0 (H) est un j�j (E0; E)�pr�ecompact
(corollaire (2.2)), T 0 transforme tout o-intervalle deE0 en un j�j (E0; E)-pr�ecompact. Comme
j�j (E0; E) est de Lebesgue, S0 transforme tout o-intervalle deE0 en un j�j (E0; E)-pr�ecompact
et d'apr�es i), S0 transforme tout quasi-o-pr�ecompact de E0 en un j�j (E0; E)-pr�ecompact.

En particulier; si S0 (H) est quasi-o-pr�ecompact dans E0 on aura (S0)2 (H) est j�j (E0; E)-
pr�ecompact, il s'ensuit que S2 transforme tout o-intervalle en un pr�ecompact de F .
Montrons que S0 (H) est quasi-o-pr�ecompact dans E0. En e�et, puisque H = H+ �H+

avec H+ = ff+ : f 2 Hg et H+ est �equicontinu, alors T 0 (H+) est j�j (E+; E)-pr�ecompact,
et donc quasi-o-pr�ecompact. Par cons�equent; S0 (H+) est quasi-o-pr�ecompact �

On d�eduit deux cons�equences.

Corollaire 2.8. Soient S; T : E ! F deux op�erateurs lin�eaires continus entre deux

treillis vectoriel localement convexe-solides tels que 0 � S � T: On suppose que T transforme

les o-intervalles en des pr�ecompacts. Si A � E+ est tel que T (A) est quasi-o pr�ecompact,

alors S3 (A) et T 2 (A) sont des pr�ecompacts.

Corollaire 2.9. Soient (E; � ) un treillis vectoriel localement convexe-solide et S; T :
E ! E deux op�erateurs lin�eaires continus tels que 0 � S � T . Si T transforme les

��born�es en des quasi-o-pr�ecompacts et transforme les o-intervalles en des pr�ecompacts.

Alors S3 et T 2 sont pr�ecompacts.

En particulier on a le r�esultat important suivant:

Corollaire 2.10. Soient S; T : E ! E deux op�erateurs lin�eaires continus sur un treillis

vectoriel localement convexe-solide tels que 0 � S � T: Si T est pr�ecompact, alors S3 est

pr�ecompact.

Remarque 2.11. Sous les conditions du corollaire (2.10), on peut aussi d�eduire que S
transforme les born�es en quasi-o-pr�ecompacts et que S2 transforme les o-intervalles en des
pr�ecompacts.

Remarque 2.12. On peut g�en�eraliser le corollaire (2.9) sous la forme suivante: Si T
transforme les o-intervalles en des pr�ecompacts et Tn transforme les born�es en des quasi-o-
pr�ecompacts (n 2 IN) ; alors Sn+2 et Tn+1 sont des pr�ecompacts.

Proposition 2.13. Soient (E; � ) un treillis vectoriel localement convexe-solide avec �

pr�e-Lebesgue et S; T : E �! E deux op�erateurs lin�eaires continus tels que 0 � S � T: Si T

transforme les o-intervalles en des pr�ecompacts, alors pour tout A � E+ tel que T (A) est
quasi-o-pr�ecompact, on a S2 (A) est pr�ecompact.

Preuve. En e�et, il suÆt de combiner les propositions (2:4) ; (2:6) et le th�eor�eme (2.7)
�

Comme cons�equences, on peut citer les r�esultats suivants:

Corollaire 2.14. Soient (E; � ) un treillis vectoriel localement convexe-solide avec �

pr�e-Lebesgue et S, T : E �! E deux op�erateurs lin�eaires continus tels que 0 � S � T: Si

T transforme les ��born�es en des quasi-o-pr�ecompacts, alors S2 est pr�ecompact.
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Corollaire 2.15. Soient (E; � ) un treillis vectoriel localement convexe-solide avec �

pr�e-Lebesgue et S; T : E ! E deux op�erateurs lin�eaires continus tels que 0 � S � T: Si T
est pr�ecompact, alors S2 est pr�ecompact.

Corollaire 2.16. Soient (E; � ) un treillis vectoriel localement convexe-solide avec la

topologie � (E0; E) pr�e-Lebesgue et S; T : E ! E deux op�erateurs lin�eaires continus tels que

0 � S � T . Si T est pr�ecompact, alors S2 est pr�ecompact.

Preuve. Si H est un �equicontinu de (E0)+ ; T 0 (H) est � (E0; E)-pr�ecompact. On a

(S0)2 (H) est � (E0; E)-pr�ecompact (Proposition (2:13)). Or pour tout �equicontinu H de F 0

on a H � H+ �H+ avec H+ �equicontinu, donc S est pr�ecompact �

Pour montrer le dernier r�esultat de ce paragraphe, on a besoin de deux lemmes. Le pre-
mier est un r�esultat dont on peut trouver une d�emonstration dans ([1] ;Th�eor�eme (19:18); p.132) :

Lemme 2.17. Dans un treillis vectoriel localement convexe-solide s�epar�e (E; � ) dont la
topologie � est pr�e-Lebesgue, les topologies � et j�j (E;E0) co��ncident sur les born�es pour

l'ordre de E.

Lemme 2.18. Si (E; � ) est un treillis vectoriels localement convexe-solide s�epar�e et

A � E une partie pr�ecompacte, alors pour tout u 2 E, u ^ A est pr�ecompact.

Preuve. Soit V un ��voisinage �equilibr�e solide de 0 dans E, il existe une partie K �nie
dans A tel que A � K + V: Montrons que u ^A � u ^K + V: En e�et, soit x 2 A; il existe
k 2 K et il existe y 2 V tel que x = k+ y. Et d'apr�es l'in�egalit�e de Birkho� ([1] ; Th�eor�eme
(1:1); p. 3), on a ju ^ x � u ^ kj � jx� kj = jyj 2 V; et donc u ^ x� u ^ k 2 V�

Th�eor�eme 2.19. Soient (E; � ), (F;=) deux treillis vectoriel localement convexe-solides

avec les topologies = et � (E0; E) pr�e-Lebesgue, et S; T : E ! F deux op�erateurs lin�eaires

continus tels que 0 � S � T . Si T est pr�ecompact, alors S est pr�ecompact.

Preuve. Soient H un �equicontinu de F 0 et V un voisinage de f0g dans F: L'ensemble
T 0 (H) est � (E0; E)-pr�ecompact (Corollaire (2.2)) et donc, pour tout f 2 F 0, T 0 ([�f; f ])
est � (E0; E)-pr�ecompact. Par suite S0 ([�f; f ]) est � (E0; E)-pr�ecompact (proposition(2.6
)): Ceci montre que S (B) est j�j (F;F 0)-pr�ecompact pour tout born�e B de E. En supposant
B � E+; on peut d�eduire qu'il existe y 2 F tel que S (B) � y^S (B)+V: D'apr�es le lemme
(2.18), y ^ S (B) est j�j (F;F 0)-pr�ecompact, et grâce au lemme (2.17), on a y ^ S (B) est
=-pr�ecompact�

3. Deuxi�eme g�en�eralisation

Il s'agit de g�en�eraliser les r�esultats de A.W. Wickstead [6] :

Th�eor�eme 3.1. Soient (E; � ) et (F;=) deux treillis vectoriels localement convexe-solides

s�epar�es complets. On a l'�equivalence suivantes:

1- L'une des propri�et�ees suivantes est v�eri��ee:

a) Les topologies � (E0; E) et = sont de Lebesgue.

b) L'espace F est discret et la topologie = est de Lebesgue.

c) L'espace E0 est discret et la topologie � (E0; E) est de Lebesgue.
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2- Si S; T : E ! F sont deux op�erateurs lin�eaires continus tels que 0 � S � T et T est
pr�ecompact, alors S est pr�ecompact.

Preuve. a)) 2 : C'est le th�eor�eme (2.19).
b)) 2 : Soit B un born�e de E+. Soit U un voisinage solide et �equilibr�e de 0 dans E,
il existe un autre voisinage V de 0 tel que V + V � U: Comme T (B) est pr�ecompact,
S (B) est quasi-o-pr�ecompact (i.e. 9x 2 F+ tel que S (B) � [�x; x] + V ). Et vu que
l'espace F est discret, l'intervalle d'ordre [�x; x] est =-compact ([1]; Corollaire (21:13);
p.156 ), et par suite, il existe K � [�x; x] �ni tel que [�x; x] � K + V: Ce qui montre que
S (B) � K + V + V � K + U:

Finalement, puisque pour tout born�e B on a B � B+ � B+; o�u B+ = fx+ : x 2 Bg ; la
conclusion en d�ecoule.
c)) 2 : Soient H un �equicontinu de (F 0)

+
et U; V deux voisinages solides �equilibr�es de

0 dans (E0; � (E0; E)) tel que V + V � U . Vu que T 0 (H) est � (E0; E)-pr�ecompact, et
donc quasi-o-pr�ecompact, alors S0 (H) est quasi-o-pr�ecompact (car 0 � S0 � T 0), il existe

f 2 (E0)+ tel que S
0

(H) � [�f; f ] +V . Comme [�f; f ] est � (E0; E)�pr�ecompact, il existe
une partie �nie K � [�f; f ] telle que [�f; f ] � K + V ([1] ; Corollaire (21:13);p.156); et
donc S0 (H) � K +U; par suite S0 (H) est � (E0; E)-pr�ecompact. Or pour tout �equicontinu
H de F 0 on a H � H+ �H+ avec H+ �equicontinu, donc S est pr�ecompact.
2) 1 : On va montrer que
i) Si la topologie � (E0; E) n'est pas pr�e-Lebesgue, alors (F;=) v�eri�e b).
ii) Si la topologie = n'est pas de Lebesgue, alors (E0; � (E0; E)) v�eri�e c).
i) Supposons que la topologie � (E0; E) n'est pas pr�e-Lebesgue et que b) est fausse. Il

existe donc y 2 F+ et une suite (yn)n�1 � [0; y], qui converge pour � (F;F 0) mais n'admet

pas de sous-suite convergente pour = (cf.[1] ; Th�eor�eme (21:13); p.156): Comme la topologie
� (E0; E) n'est pas pr�e-Lebesgue, il existe f 2 E0 et une suite disjointe (fn) � [0; f ] qui ne
converge pas vers 0 pour la topologie � (E0; E) ( [1] ; Th�eor�eme (10:1); p. 64):Mais vu que la

topologie j�j (E0; E) est pr�e-Lebesgue on a fn
j�j(E0;E)
�! 0: D'apr�es ([3] ; Th�eor�eme(23); p4) ;

il existe un born�e �equilibr�e B � E et une suite disjointe (xn)n�1 � B telle que (fn (xn))n
ne converge pas vers 0 (on peut supposer que 1 � fn (xn) pour tout n 2 IN). Posons

H =
nP

n�1 �n xn :
P

n�1 j�nj < +1
o
et soit l'application lin�eaire et positive:

	 : l1 ! H; (�n)n�1 !
P

n�1 �n xn

	 est une bijection telle que 	�1 est positive et continue. En e�et; puisque (xn)n est

disjointe on a
���P+1

k=1 �k xk

��� =P+1

k=1 j�kj xk; et donc si 	 ((�n)n) = 0 alors (�n)n�0 = 0.

Par suite 	 est injective, et on en d�eduit que 	 est bijective. Consid�erons

	�1 : H ! l1; x =
P

n�1 �n xn ! (�n)n�1

Si x =
P

k�1 �kxk 2 H est tel que 0 �
P

k�1 �kxk on a ��1 x1 �
P

k�2 j�kjxk, et par

suite ��1 x1 � j�1j x1 ^
P

k�2 j�kj xk et donc ��1 � 0:

De la même fa�con, on a �k � 0 pour tout k 2 IN�, ce qui montre que 	�1 est positive.
Soit " > 0. Vu que f est continue, il existe U un voisinage solide �equilibr�e de 0 dans E tel
que 8x 2 U , jf (x)j < ":

Si x =
P

k�1 �kxk 2 U alors jxj =
P

k�1 j�kjxk 2 U; et donc f (jxj) =
P

k�1 j�kj f (xk) <

". Or f (xk) � 1, ce qui donne
P

k�1 j�kj < ", et par suite 	�1 est continue.
Par cons�equent, les applications

�n : H ! IR;
P

n�1 �nxn 7�! �n
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� : H ! IR;
P

n�1 �nxn 7�!
P

n�1 �n

sont positives et continues.
D�e�nissons maintenant les applications suivantes:

S : H ! F ; x =
P

k�1 �k xk 7�!
P

k�1 �kyk =
P

k�1 �k (x) :yk

T : H ! F ; x =
P

k�1 �k xk 7�! �(x) :y

et

P : E ! H: 8x 2 E+; P (x) = supfy 2 H : 0 � y � x g

et

8x 2 E; P (x) = P (x+)� P (x�)

P (x) est bien d�e�nie, en e�et, si y 2 H tel que 0 � y � x alors, 0 � �n (y) xn � y �

x;8n 2 IN�: Posons �n = supf�n (y) : y � xg, on a 8n 2 IN; 0 � �n xn � x; et donc sup
f�n xn : n 2 IN�g � x: Or supf�n xn : n 2 IN�g =

P1

n=1 �n xn; et donc
P1

n=1 �n xn � x;

par suite, on a
P1

n=1 �n f (xn) � f (x).
D'autre part, comme 1 � f (xn), on a

P1

n=1 �n � f (x), et donc
P

n�1 �n < +1:

Par cons�equent, P (x) =
P1

n=1 �nxn 2 H:

Maintenant, il est clair que SoP et ToP sont deux op�erateurs positifs et continus avec ToP
un pr�ecompact (de rang �egal �a un), mais SoP (xn) = yn, et la suite (yn)n�1 n

0admet aucune
sous-suite convergente, i.e SoP n'est pas pr�ecompact.
ii) Supposons que = n'est pas de Lebesgue, et que la propri�et�e c) est fausse. D'apr�es

([1] ; Th�eor�eme (10:1); p. 64 ), il existe un y 2 F et une suite disjointe (yn)n�1 � [0; y] qui ne

converge pas vers 0: De même d'apr�es ([1] ; Th�eor�eme (21:13); p.156); il existe un intervalle
d'ordre [0;	] � E0 qui n'est pas � (E0; E)-compact. Montrons que [0;	] est � (E0; E)-
complet. En e�et si (f�)�2I est une suite g�en�eralis�ee �(E0; E)-Cauchy dans [0;	], alors
pour tout x 2 E, la suite (f� (x))�2I est de Cauchy dans IR, donc converge vers un certain
f(x) (notons que f 2 E0 et f 2 [0;	]).
Montrons que (f�)�2I converge vers f pour la topologie � (E0; E). Soient B un born�e solide
et �equilibr�e de E et " > 0:

8 x 2 B; 8y 2 E; 8� 2 I; 8� 2 I on a:
jf� (x) � f (x)j � jf� (x) � f� (x)j+ jf� (x) � f� (y)j+ jf� (y) � f (y)j+ jf (y) � f (x)j

� jf� (x) � f� (x)j+ jf� (y)� f (y)j+ 2	(jx � yj) :

Or 9N 2 I tel que 8x 2 B, 8�; � > N on a jf� (x) � f� (x)j <
"
2
:

On en d�eduit jf�(x) � f(x)j � "
2
+ jf� (y) � f (y)j+ 2	(jx� yj) :

Faisant tendre y vers x puis � vers +1; on obtient, jf�(x) � f(x)j � "
2
; ce qui montre que

f�
�(E0;E)
�! f , et par suite [0;	] est � (E0; E)�complet:

En utilisant le th�eor�eme (21:12), [1], p. 154, il existe une suite (�n)n�1 � [0;	] qui coverge

vers � pour � (E0; E00) ; mais qui n'admet pas de sous-suite convergente pour � (E0; E) ; o�u
E00 = (E0; � (E0; E))0 :
D�e�nissons maintenant deux op�erateurs S, T : E ! F par:

S (x) = � (x) y +
P+1

n=1 (�n � �) (x) yn

et

T (x) = 	 (x) y
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Il est clair que 0 � S � T et T est pr�ecompact (de rang �ni).
Pour montrer que S n'est pas pr�ecompact, il suÆt de prouver que l'application

R : E �! F ; R (x) =
P+1

n=1 (�n � �) (x) :yn

n'est pas pr�ecompacte. Pour cela, posonsH =
nP

n�1 �n yn : �n �! 0
o
: On a : R (E) �

H: On peut montrer de la même fa�con (i), que l'application ' : co �! H; (�n)n�1 7! �n

yn est bijective et que '�1 est positive. De plus '�1 est continue. En e�et; on peut supposer
l'existence d'un voisinage solide �equilibr�e W de 0 tel que yn =2W pour tout n 2 IN.
Soit 0 < " < 1; si

P
n�1 �n yn 2 "W; alors

P
n j�nj yn 2 "W: Donc j�nj yn 2 "W; et

par suite j�nj � " (car yn =2 W ): Il s'ensuit que k(�n)k1 � "; et '�1 est continue. Par
cons�equent, les applications

gn : H ! IR
P

n �n yn 7�! �n

sont continues. Plus pr�ecisement, l'ensemble K = fgn : n 2 INg est �equicontinu dans F 0:
Donc si R : E ! H est pr�ecompacte, alors R0 (K) est � (E0; E)-pr�ecompact.
Or R0 (gn) = �n � � et (�n � �)n n'admet pas de sous-suite convergente, d'o�u la contra-
diction �
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